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Substitutie van machtreeksen

1. Inleiding

Voor (convergente) machtreeksen met complexe co&ffici&nten in één
onbepaalde zijn de volgende operaties bekend:
(i) optelling,

- (ii) vermenigvuldiging met constanten,

(iii) vermenigvuldiging van twee machtreeksen.

Met deze operaties vormen de machtreeksen een ring C{X} met een

santal mooie eigenschapben:

(a) €{X} is een integriteitsgebied..

(b) ¢€{X} is een lokale ring, d.w.z., er bestaat precies &én maximaal
ideaal in C{X} (nl, het ideaal door X voortgebracht).

(e¢) €{X} is een hoofdideaalring (want er is een euclidisch algo=-
rithme).

Uit (a) en (c)‘volgt nog dat C{X} een ontbindingsring is.
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Het ligt voor de hand na te gaan of zulke eigenschappen ook gelden
voor machtreeksen in meer onbepaalden, De operaties (i), (ii) en
(iii) kan men daarvoor ook definiéren, en het is gemakkelijk in te
zien dat de machtreeksen in n onbepaalden een commutatieve ring
vormen, zelfs een integriteitsgebied en een lokale ring. Het is echter
geen hoofdideaalring (net zo min als een veeltermring in meer onbe-
paalden dat is). Men kan echter bewijzen dat de ring noethers is,
d.w.z, ieder ideaal wordt voortgebracht door eindig veel elementen.
Ook is het een ontbindingsring.
Deze (al lang bekende) resultaten volgen uit de zgn. Vorbereitungssatz
van Weierstrass, die een centrale plaats inneemt in de theorie van de
machtreeksen (in meer onbepaalden),
Men kan deze stelling formuleren met behulp van substitutie van macht-
reeksen, Voor het geval van machtreeksen in &én onbgpaalde bedoelen
we met substitutie de volgende operatie, Laat U = Z anYn een macht-
reekswzijn zonder constante term. Dan kan men voor iedere machtreeks
s= 7 bmxm de "samengestelde machtreeks"
m=0 o o
SeU= J b'(Z aYn>m
w=0 ™lp=1 B -
vormen. De toevoeging S~ SoU is een homomorfisme van C{X} in C{Y}.
Formuleert men de Vorbereitungssatz als een stelling over substitutie
van machtreeksen, dan vertoont deze een zekere asymmetrie. J.P. Serre
heeft een fraaie veralgemening gevonden, waarin deze asymmetrie is
opgeheven. Die stelling is het hoofddoel van deze voordracht (4)., In
> geven we als toepassingen de bewijzen van bovengenoemde resultaten:
de ring van machtreeksen in n onbepaalden is noethers en is een
.ontbindingsringo
In de opbouw van de theorie is het nuttig om de formules en relaties
enerzijds en de convergentie anderzijds afzonderlijk te behandelen.
Daarom worden in 2 eerst de formele machtreeksen bestudeerd en

vervolgens in 3 de convergentie,
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2, Formele machtreeksen in meer onbepaalden

Een formele machtreeks in n onbepaalden X”ooo,xn (n21) en

coéffici&nten in een (commutatief) lichaam K is een uitdrukking

E E k1 kn
S(X sooo’x ) = 000 a, X 000X 9
1 n k =0 k =0 k1oookn 1 n
1 n

waarin &y e K is., De a heten de coéfficiénten van

1oookn k1oookn c
S(X19009Xn)° Wanneer er geen misverstand dreigt, schrijven we S
ioPoVo S(X.I 9°°°5Xn)°
Is E E k1 kn

T(X,p000,X ) = coo b X, 000X

! k=0 k=0 Myecp 1 om

een tweede formele machtreeks in XI,MMXn s dan definiéert men som

resp. produkt door

E E k1 kn
S+ T= 000 (a + Db )X ooox 9
k =O k =0 k1000kn k,ﬁoaokn 1 n
1 n
resp. o ©
1 n
ST = )} oeo ) ¢ X, eooX ™,
k1=0 k =0 k]oookn i n
n
waarin §1 ;n
(] = 060 b °
Kpeecky  pieo =0 "Byoeoh, Ky=higeeosk ~h

Is a € K, dan is op voor de hand liggende manier aS gedefini&erd,

De verzameling van de formele machtreeksen in X1,ooe,Xn met coéffi-
ciénten in K noteren we K[ [X‘B pooo an'_]] o

Van het volgende eenvoudige lemma wordt = evenals van enkele verdere

lemma's = het bewijs aan de lezer overgelaten.

Lemma 1, K [EX1,°OG,Xn]] is een integriteitsgebied (en een

K-algebra) .
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Is S een formele machtreeks # 0, d.W.z. minstens één der co&ffi-

ciénten # 0, dan verstaat men onder de orde w(S) van S het kleinste

gehele getal k > O met de eigenschap dat er een co&fficié&nt
&y oo okp # 0 bestaat met ko ooo k= ko

We stellen nog w(0) = » . Ook stellen we ||S|| = 2
en |[|O] =0,

=0(8) 4155 # 0 is,

Lemma 2, Zijn S en T in X [[X1,090,Xn] ], dan gelden
(&) O zw(B)ge, wd)=w< s=0,

(b)  w(s+T) > min(w(S),w(T)) ’
(¢)  w(ST) = w(S) + w(T) ,

eén eveneens

(a') 12 ]|s]l 20, |Is|]l=0 %= s=0,
(v*) lls+7| < max(||s]],]lT]) ,
(e') ||sT|l = |Is|l lIT]l «

De eigenschap (b') impliceert de driehoeksongelijkheid

s+l < sl + 1zl

maar is er niet mee equivalent, en heet daarom de verscherpte drie=

hoeksongelijkheid., Een functie Iloooll met de eigenschappen (a') en

(b?) heet een niet-archimedische vaardering.

Lemma 3, K [[ngooo’xn] ] is compleet t.0.v. de waardering, d.w.z.

iedere Cauchy-rij in deze ring convergeert.

Lemma L4,
(a) s ek] IX1,°no,Xn|| is dan en slechts dan inverteerbaar als
1ls|]l=1 is.

(b) K [[X1,°oo,xn]] is een lokale ring. Het maximale ideaal wordt

voortgebracht door X1’oao’xno

Voor het bewijs van (a) merken we op dat 1 + T + T 4+ b0 een

Cauchy-rij is, als ||T| < 1 is, en dat geldt (1-T)(1+T+T%4,...) = 1;




«5=

voor het bewijs van (b), dat de niet-inverteerbare elementen vanwege

de eigenschappen van || || een ideaal vormen.

Wij zullen nu de substitutie van formele machtreeksen beschrijven.
Laat U190009Uh elementen zijn van het maximale ideaal voor
K[[Y1sooo,xm]] (qus [[u; || < 1, i=150504n)0 Is S € K[[xwoo,xn]],
dan kunnen we S schrijven in de vorm Z Sy» waarin S, een (door S
€énduidig bepaalde) homogene veelterm is van de graad k. Dus geldt
wisk(U190035Un)) >k inK [[Y1,9009Ym] ], waaruit volgt dat

kg 8, (UjsoossU ) een element van K[_[Y1’003’Ym] ] bepaalt, dat we
Boteren als SeU , en het substitutieresultaat van U = (U1,oam’Un)

in S noemen.

Lemma 5.

(a) De afbeelding S~ Ss U is een ringhomomorfisme
K[[x,i,m,xn]] TK[[Y“MO,Ym]], continu t.0.ve || oos ||,
en wel een lokaal homomorfisme (d.w.z. het maximale ideaal van de
eerste ring wordt in dat van de tweede ring afgebeeld).

(b) Ieder lokaal homomorfisme ¢ : K||X1,a°°,Xn|| — K||Y1,ooo,Ym||

is continu en kan door substitutie verkregen worden.

Het is duidelijk dat men in (b) voor U; moet nemen ¢(Xi)a Er volgt
dan direkt ¢(S) = SoU, als S een veelterm is. Voor willekeurige S

volgt het resultaat door limietovergang.

3. Convergentie

Over convergente machtreeksen met coéfficiénten in K kunnen wij
slechts spreken, als we in K over een limiet-begrip beschikken. Wij

zullen aannemen dat K een gewaardeerd lichaam is, d.w.z. er is een

functie x ~— |x| van K naar de re&le getallen, die voldoet aan:
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(a) |x|] 20, en|x|]=0sx=0,
(v) |x+y| 5 x| + [y] ,
(e) |xy| = |x] [y] «

Als in (b) de scherpere ongelijkheid |x+y| < max(|x|,|y|) gelat,
dan heet K niet-archimedisch gewaardeerd. (voorbeeld: p-adische

getallen),

Soms is het nodig te veronderstellen, dat de waardering niet-triviagl

is (de triviale waardering is: |x| = 0 resp. 1 als x = O resp. # 0 is).
Is de waardering niet=triviaal dan bevat K = veel elementen.

Wil men over functies spreken, door machtreeksen gedefini&erd, dan
moet men K compleet t.o.v. de waardering veronderstellen. Wij zullen

ons daar niet mee bezighouden.

Een formele machtreeks

' X
_ 1
(1) 5(Xypeo0sX)) = L & cook X,

00X B
N n

heet (absoluut) conver ent, als er positieve re&le getallen TiseoosTy

bestaan 28, dat

E k1 kn
a T, ocool

k1'ooo‘kn=0 I k1°°°kn| 1 n

L]

convergeert, De verzameling van de convefgente machtreeksen in n
onbepaalden X,,000,X noteren we als K{X1,ooo,xn}o

Een formele machtreeks

E k1 kn
SU(X,pooosX ) = b X, cooX

1 n k1’ooo,kn=o k1oookn 1 n

met niet-negatieve re&le co&fficiénten heet een majorant van S

(S gedefini&erd door (1)) als ]ak1°°°k | < bk1°°°kn
Kisesosky s notatie § << S§'; Als M , o positieve getallen zijn,

is voor alle

verstaan we onder (M,a) de formele machtreeks




K, po00pk =0

De uitspraak "S convergeert" is equivalent met "er bestaan M > 0,
a >0 28, dat S << (M,a) ",

Lemma 6, K{X;5000,X } is een deelring van K [[ijooo.xn]] o

We moeten dus bewijzen dat som en produkt van convergente machtreeksen
weer convergente machtreeksen zijn. Daartoe merken we op dat uit
S << 8"y T << T' volgt: S+T << S'+T'" en ST << S'T' , en dat geldt

(Mya) + (N,B) << (M+N,max(a,B))
(M,a)(N,B) << (MN,2max(a,B)) .

Hieruit volgt het gestelde direkt.

Laat nu S ¢ K{X1,0093Xn} zijn en UpsooosU € K{Y190009Ym} met

w(U;) 2 1 (i=1,000,m), Dan is SoU e K [[Y1,°°°9ﬁm]]o

Er geldt zelfs SoU ¢ K{Yl,ooe’Ym}o Voor een bewijs merken we op,

dat uit S << 8', U, << uf (i=140004n, w(U{) > 1) volgt SeU << 8", U',
We mogen verder aannemen, dat M,N,a,B > O bestaan met S << (M,a),

Ui << (N,B). We behoeven dan nog slechts aan te tonen dat voor

voldoend kleine r > 0
\k1+oo+kn
o k +ooo+k 1l +.00+1 1 +ooo+l
Ma ! n ( N B 1 Pyl ?/
1

convergeert., Dit is een eenvoudige kwestie uit de re&le analyse, welke

ivie—

K009k =0 1+o0e+l

D

aan de lezer wordt overgelaten.

Lemma 7. Als lemma 4, maar K[ [X1’°°°’Xn]] vervangen door
K{X190009Xn}o

Voor het bewijs van (a) merken we op, dat 1 + Y + Y2 + c00 €€n con=
vergente machtreeks is, dus ook - vanwege het voorafgaande =

14U+ U+ ... als w(U) > 1 is. Hieruit volgt dat 1=U inverteer-
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baar is in K{X1,090,Xn}, waaruit (a) direkt volgt. Het bewijs van

(b) gaat zoals bij lemma k4.

Lemms 8. Als lemma 5, maar met K{X s000sX } iopove KI:[X1,ooo,Xn] 1,
en K{Y19000.Ym} iopoVo K[[Y.‘.oou’Ym]] o

4, Een stelling van J.P. Serre

Stelling 1. Laten U1.ooe'Un elementen van het maximale ideaal van
K{Y1,ooo,Ym} zijn. Zij verder r een natuurlijk getal en veronderstel

dat er elementen Bji € K{Y1.000,Ym} bestaan 25, dat
n
Y. = z U. B.. (i=1.ooo’m) o

Dan kan men ieder element S van K{Y1’noo.Ym} schrijven in de vorm -

h, h_
(2) S = ] v o U Y, .o0Y B,

h1 <rs°°°’hm<r h1°0°hm 1

waarin vh1e°°hm(x1,°°°,xn) € K{X1,O°O,Xn} is,

Wij geven een korte schets van een bewijs.
Zij
© h1 h

m
S = ' z ah oooh Y1 °QOYm.
h1'ﬂe°’hm=0 1 m

een element van K{Y1»,.,“,Ym}° Dan kan men S schrijven in de vorm

n
(3) S = p(s) + 521 U; oj(S) ’

h_I hm
8, Y 000 9
h.' <r’°°°.hm<r h‘ie“hm 1 m

waarin p(8) =




T h, hy-r by
en cj(S) = .Z B.. ) & ...n Yq oo TS S

Ji
1=1 h1<r,“.hi_1<r.hiz_r

Vervanging van S door cj(S) in (2) geeft

0.(8) = PO, (s) + Z U, o, 1% (s) .
J i=1

Dit resultaat kan men weer in (3) substitueren:

n
S= p(8) + ] U.po.(S) + Z A o (s) .
. J=1 J J i,§=1 1

Door iteratie van dit procédé vindt men

n
S= p(S)+ ] U, po.(S) + 2 ‘U, U, po, 0, (8) + «cs
jg=1 9 J Jpedp=1 PP P
000 Z U oooU. p Uo oooo (S) + R (S) 9
Jipoosd =1 1 Jp J] p
1? ? p
waarin
Rp(s) Z Us oel; oy Ly (s)
J.l,oogJ 1 p+1 1 p+1
pt
h h

orde > p+1 heeft. In poJ oaacJ treden slechts monomen Y 1°°°Y

1
op met h. < r. Hieruit volgt dat het rechterlid van (4) in de vorm

(5) s = 7 oul®) (e Yh1 Yhm + R (8)
By <Tyeooph <r h1°°°h ! o P
m

geschreven kan worden, waarin U(p) (S) verkregen wordt door in

hyeo

(P) coo _

een veelterm Vh1°°°hm(x1,.°,,x ) ge substitueren X, = Ujgeoey X =T o

Men gaat gemakkelijk na dat (V 1P ) een Cauchy-rij is, zodat men
) uit (5) de

door limietovergang p + « (in de zin van llqoo
formule (2) afleidt, waarin echter nog aangetoond moet worden dat

Vh h convergent is. Dit geschiedt door een apart convergentie-
1000m
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onderzoek. Hierover zeggen we slechts het volgende:

Men maeg aannemen dat Bji << (1,1) (te bereiken door geschikte auto-

morfismen van K{X ,cco,X } en K{Y1,ooo,Ym})a Dan bewijst men: als

S << (M,a) dan 0.(S) << (M:nar+1,a), en hieruit

ojloooojp(s) <<h(M(§i‘j+1)p,a)° Dan heeft Vh1°°°hmo U als majorant
(Mo™yma™ " '), waarin h = h1+°°°+hm’ waaruit de convergentie

blijkt,

Opmerking. Eigenlijk heeft men eerst de variant van de stelling
bewezen, die ontstaat door overal convergente machtreeksen door

formele te vervangen.

Wij geven nu een andere formulering van het in stelling 1 gevonden
resultaat. Ter afkorting schrijven we A = K{X1,one,xn}9 B = K{Y1,O°Q,Ym}
en M resp. N voor de maximale idealen. U1’°°°’Un in N bepalen een
lokaal homomorfisme ¢: A + B (lemma 8). Hierdoor kunnen wij B opvatten

als A-moduul . Wij schrijven kortweg a.b i.p.v. ¢(a)b als a ¢ A, be B,

Stelling 2. Met de hierboven ingevoerde notaties geldt:
Is r een geheel getal > 1 en is ¥ c MB, dan is B een A-moduul van
eindig type, d.w.z. B is een A-moduul met een eindig aantal voort-

brengers.

Uit het gegeven N* C MB volgt nl. de hypothese van stelling 1,

tgrwijl de bewering van de stelling juist inhoudt dat
Y11°°°Ym (h1 <r,°o°,hm'<r) een stel voortbrengers van het

A-moduul B is (formule (L)),

Toevoeging bij stelling 2. De monomen Y 1°°°Ym? met h +eoo+hm <r

1

1
brengen reeds B voort.

Zij nl. B' het A-moduul voortgebracht door genoemde monomen, dan is
B=3B'+0N, dus B = B' + MB,

Omdat B een A-moduul van eindig type is volgt nu met het lemms van
Nakayama B = B',
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We beschouwen nu het speciale geval van stelling 2, waarin n=nm,
¢£X1) = Y1,r.;° » ¢(Xn_1) =Y ¢(Xn) : U. De vgo:waarde
N < MB (N7 X MB) komt neer op Y e MB (Yn" ¥ MB). Er

moeten dus elementen Bj € K{Y1.aoa,Yn} bestaan met

Y = Y B, + 000 + ¥
n 1

1 + UB) -

n-1Bn-1 n
Een noodzakelijke en voldoende voorwaarde hiervoor is dat U regulier
is van orde r in Yn’ doWoZo

0

U= J U (Yop000,Y
i=0

i
n-1)Yn ’

waarin ui(O,ooa,O) = 0 voor i=0,14000,r=1, en ur(Ogoou.O) # 0,
Uit de toevoeging bij stelling 2 volgt nu, dat 1‘Yngooo’Y;_1
K{Y1’ooo’yn} voortbrengen als K{X1,.o.,Xn}-moduul, dewoz, dat men

iedere S ¢ K{Y1.ono,yn} kan schrijven als

S = CO(YT,uuo,Yn_1 ’U) + C‘](Y1’°°°’Ynm1 SU)Yn + coo0

000 cr_1(Y1,°oo,Y U)Yn .

n=1°%

waarin Ci(X1,ooo,Xn) € K{X1,°o°,Xn} is. Hieruit volgt direkt

Stelling 3. (Vorbereitungssatz van Weierstrass), Is U e K{Y1,°oo,Yn}

regulier van orde r > 0 in Xn’ dan bestaan voor iedere S e K{Y190009Yn}

een Q en een R ¢ K{Y1,°°°,Yn} met %

(a) S=UQ+R,

(b) R is een veelterm in Y ven graad < r (en co&ffici&nten in
K{Y‘l’ooo’Yn-.l} )0

Q en R zijn door (a) en (b) éénduidig bepaald.

Het bewijs van de eenduidigheid is eenvoudig; wij zullen er niet

op ingaan.
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5. Enkele toegassingen

A, Speciale veeltermen

Een element P ¢ K{Y1.eoo’Yn} heet een speciale veelterm in Yn van

greaad r als hij de volgende vorm heeft

P = PO(Y1,°°°,Yn_1) + P1(Y1,0005Yn‘1)Yn + ooo

re1 r
coo * Pr_1(Y1,ooo,Yn_1)Yn +Y o,
met Po(oaeao,o) = P1(o,°°°,o) = g0 = Pr_l(o,OOO,o) = 0,
Twee elementen S4s S, van K{Y1,°°°,Yn} heten equivalent als er een

inverteerbare T ¢ K{Y1,Q°O,Yn} bestaat met S, = S, T

2
Stelling 4, Is U e K{Y1,noo,Yn} regulier van orde r > 1 in Y , dan

is U equivalent met &&n en slechts &&n speciale veelterm in Yoo

Pas nl., stelling 3 toe met S = Yie Dan is Y; = UQ + R, waarin R
een veelterm van graad < r in Yn is,

De speciale veelterm in kwestie is dan Y; - R,

Speciale veeltermen zijn onder meer van groot nut bij de studie van
analytische verzamelingen (en ruimten). Dit zijn deelverzamelingen,
die lokaal gedefini&erd worden door het nul stellen van convergente
machtreeksen,

Voor andere toepassingen zie B en C hierna.

B, K{Y1,0009Yn} is een noetherse ring

Bewijs door induktie naar n., Triviaal voor n = 0. Zijnun 2> 1en
laat al bewezen zijn dat K{Y1’900'Yn_1} noethers is. Zij I # O een
ideaal van K{Y1,°o°,Yn}o Wij zullen aantonen dat I eindig veel

voortbrengers heeft,




=3

Laat S € I zijn, S # 0., Wij mogen aannemen dat S regulier is in Y n?
dus ook - vanvege A = dat S een speciale veelterm is. (De s1tuat1e
dat S regulier is in Y is,in het geval K « veel elementen heeft,
steeds te bereiken door een geschikt automorfisme van K{Y15°oo,Y B
De ring K{Y1,ooo,Y } / (8) is een K{Y1,ooo,Yn 1}-moduul van eindig
type, dus zelf noethers. Het beeld I van I in K{Y190009Yn} / (8)

heeft dus eindig veel voortbrengers. Maar dan geldt hetzelfde voor I.

Co K{Y1,ooo.Yn} is een ontbindingsring

In het volgende is A = K{Y1,oo.,Yn}° (Uitspraak en bewijs zijn ook

.goed voor K [[Y1,°°°,Y ]])

Uit de algebra is bekend, dat een rlng een ontbindingsring is dan en
slechts dan als gelden:
(a) Iedere stijgende rij hoofdidealen is stationnair.

(b) Ieder priemelement brengt een priemideaal voort.

Voor de ring A is aan (a) voldaan, want A is noethers.
Wij zullen nu (b) door induktie naar n bewijzen. (b) is triviaal voor
Aalsn =0, 2ij nun 2 1, en laat (b) bewezen zijn voor K{Y19000,Ynu1}o
Zij P een priemelement van A, dat het produkt van twee elementen
Q,Q° van A deelt, We moeten asntonen P IQ of P| Q'
Men mag aannemen dat P regulier is van graad r in Yn, dus ook dat P
een speciale veelterm van graad r is in Yn° Laat B de ring van de
veeltermen in Yn zijn met coé&fficiénten in K{Y1,0009Ynn1}o Dan is B
een ontbindingsring vanwege de induktieaanname en de stelling van
Gauss, P is een priemelement in B. Dit bewijst men als volgt. Laat

= SS' een ontbinding van P in B zijn. Stel hierin Y1 = 00 = Yn=1==0°
Dan gaat P over in YP s S in S(Yn)‘ S* in SV(Yn), en er geldt

S(Y )S’(Y )o MEn leidt hieruit af, dat S en S', afgezien van een
constante faktor9 speciale veeltermen in Xn zijn. Eén ervan moet
eenheid zijn in A, dus speciale veelterm van de graad O in Yn .
d.wo.z. eenheid in B. P is dus priem in B, Laten R en R' de resten

van Q resp. Q' zijn bij deling door P (stelling 3). Dan zijn
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RenR' ¢ Ben er geldt P | RR'. Dus P| R of P|R', waaruit volgt
R=0en dan P|Q of R' = 0 en dan P | Q', Dit voltooit het bewijs.
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